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Пусть D - ограниченная область (открытое связное множество) в ℂ� с 
Липшицевой границей ∂D. Рассмотрим следующий дифференциальный оператор с 
параметром в дивергентной форме 

���, �, �	 = ���, �	 + ��
���	��	�, 

где оператор 

���, �	 = � ∂���a�,��z	 ∂��u	�
�,��� +� a��z	 ∂��u + a��z	u�

��� . 

Коэффициенты a�,��z	, a��z	, a��z	, 
���	��	  предполагаются ограниченными 

измеримыми функциями в D. Пусть a�,��z		непрерывны вплоть до границы области D, 

тогда мы можем рассмотреть граничный оператор первого порядка 

B�z	u		 = 	b��z	 ∂� 	u	 + 	b��z	u, 
где ∂� =	� a�,��z	�υ��z	 − √−1	υ�%��z				∂& ��

���  это комплексная конормальная 

производная, а υ�z	 = �υ��z	,… , υ���z		   это единичный вектор нормали в точке z. 
Коэффициенты  b��z		и	b��z	 так же предполагаются ограниченными измеримыми 
функциями на ∂D. Мы позволяем функции b��z	 исчезать на открытом подмножестве S ⊂ 	∂D	 с кусочно-гладкой границей ∂S. Мы также предполагаем, что  b��z	 	≠ 0 на ∂D\S	. 

 Так как мы хотим изучать возмущения самосопряженных операторов, разобьем 
��z	и b��z	 на две части 


��z	 = a�,��z	  +  δa��z	, b��z	 = b�,��z	  +  δb��z	, 
где  a�,��z	  неотрицательная ограниченная функция в D а b�,��z	 ограниченная 
функция на ∂D, удовлетворяющая b�,��z	/b��z	 ≠ 0. 

Обозначим через 1��D, S	 пространство Соболева, состоящее из функций класса 1��D	 и равных нулю на S. Тогда, если эрмитова форма 



�u, v	% 		= 	 � �a�,��z	 ∂��u, ∂��v	34�5	�
�,��� 	+ 	�a�,��z	u, v	34�5	 + �b�,��z	b�6�u, v	34�75\8		 

определяет скалярное произведение на 1��D, S	, обозначим через 1%�D	 пополнение 
пространства 1��D, S	 по норме, порожденной этим скалярным произведением. 
Пространство 1%�D	 непрерывно вложено в пространство Соболева-Слободецкого 1�\�69�D	  (см., например, [4] или [5]). В свою очередь через 16�D	 обозначим 
пополнение пространства 1��D, S	 по норме  

‖�‖6 = sup=∊?@�5,8	=A�
B�u, v	34�5	B‖v‖% . 

Рассмотрим следующую граничную задачу. Пусть дано распределение D ∊ 16�D	 
найти распределение � ∊ 1%�D	, удовлетворяющее 

    ���, �, �	� = D в D, 

B�z	u	 = 0 на ∂D 

в обобщенном смысле. 

Для изучения задачи необходимо наложить некоторые ограничения на 
операторы ���, �, �	 и B�z	. Мы предполагаем, что матрица  

Ea�,��z	F���,…,� 

является эрмитовой и существует такая константа m > 0, что  

� a�,��z	ξ�ξ� ≥ m|ξ|��
�,���  

для всех ��, ξ	 ∊ D × �ℝ�\N0O	, то есть оператор ���, �	 сильно эллиптичен. Вдобавок 
мы предполагаем, что оператор ���, �, �	 является эллиптическим с параметром 
оператором на луче Г ⊂ ℂ�, 

Г = 	 N� ∈ ℂ�: arg � = 	φГO, 
где 0 < φГ < 2π, то есть  

� a�,��z	ξ�ξ� +	��
���	��	 ≠ 0�
�,���  

для всех ��, ξ, �	 ∊ D& × Y�ℝ� × Г	\N�0,0	OZ. 
Перейдем к слабой формулировке нашей задачи. Дано D ∊ 16�D	, найти � ∊ 1%�D	 такое, что  



[�u, v	��������� = 〈v, g〉 = �v, Lu	% для всех _ ∊ 1%�D	, 
где 

[�u, v	 = ��a�,��z	 ∂��u, ∂��v	34�5	�
�,��� 	+ `a�a��z	 ∂�� + a��z	 +	��
���	��	�

��� bu, vc
34�5	

	
+ �b��z	b�6�u, v	34�75\8	. 

Справедлива следующая теорема 

Теорема 1. Пусть неравенство 

|de���	| ≤ g�Be�,�B  на �h\i 

выполнено с некоторой константой 0 < g� < 1. Если при этом de���	e�6� ≥ g�, где g� > 0, то Nj��	Ok∈ℂl является голоморфным семейством фредгольмовых операторов. 

Пусть теперь m - банахово пространство и ℒ�m	 - алгебра всех ограниченных 
линейных операторов, действующих в m. Предположим, что � ∈ ℂ� и o��	 есть 
голоморфная функция в проколотой окрестности точки ��, принимающая значения из ℒ�m	. 

Точку �� назовем характеристическим значением o��	, если существует 
голоморфная функция ���	 в окрестности точки �� со значениями из m такая, что ����	 ≠ 0, но o��	���	 есть голоморфная функция около ��, исчезающая в этой точке. 
Функцию ���	 назовем корневой функцией o��	 в точке ��. 

Тогда справедлива следующая теорема. 

Теорема 2. Пусть выполнены условия предыдущей теоремы. Если 
дополнительно e� =	e�,�, то система корневых функций оператора j�6�j��	 полна в 1%�h	, 16�h	 и j��h	. 
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